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От переводчика

Книга - перевод прощальной президентской речи, произнесенной в Society for Industrial and Applied Mathematics, SIAM.  Профессор Гарвардского университета, известен работами по алгебре, численному анализу и математической физике. Речь посвящена задаче анализа умственных способностей человека на материале математического мышления.
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1. Введение

Математика имеет сродство с психологией. Но психологи и математики мыслят различными понятиями. Я хочу рассмотреть некоторые связи между двумя этими {научными} областями.

Достижения вычислительной техники побудили некоторых заключить, что машины завтрашнего дня будут умнее людей, особенно по способности к математическому рассуждению.

Я приведу вам доводы, что этого не произойдёт. Вычислительные машины не моделируют воображения. Воображение зависит от ощущений, которые помогают нам воспринимать непрерывное. Цифровые машины таких ощущений не имеют.
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2А. Дискретная математика и психология

2. Современная алгебра

"Современная алгебра" как аксиоматический подход возбудил всеобщее внимание среди неалгебраистов после выхода в свет одноименной книги Ван-дер-Вардена около 1930 года.
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Современная алгебра изучает все системы, удовлетворяющие данному набору аксиом. Например, она стремится выводить теоремы, справедливые во всех группах, модулях, полях. Такой упор на семейства систем систематически выносит частные случаи в упражнения, маскируя тем самым путь, каким действительно совершаются математические открытия. Это обусловило падение интереса к числовой математике.

Тот же "абстрактный" подход проник глубоко и в современную геометрию. Бурбаки распространили его на анализ.
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2.1. Современная прикладная алгебра

Книга Ван-дер-Вардена пропускает именно те разделы алгебры, которые представляются наиболее важными для психологии. Совершенно проигнорирована булева алгебра, алгебра отношений и теория графов!
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Современная же прикладная алгебра использует обратную связь с внешним миром как критерий правильности и источник новых идей и опирается на три основных понятия: множества, функции и вычислимости.

3. Символическая логика

Современная прикладная алгебра имеет корни в современной алгебре и современной логике. Последняя возникла из интроспективной психологии. Буль через 150 лет после Лейбница свой трактат "Исследование законов мысли" отнёс к математической психологии.

\012\

Применив методы символической алгебры к дедуктивной логике, Буль получил наглядное свидетельство её силы.

\013\

Так он показал, что из n данных высказываний повторным употреблением связок "и", "или" и "не" можно построить ((2)**2)**n логически неэквивалентных высказываний. Представьте, как трудно было бы доказать это при помощи аристотелевских силлогизмов !

Математики при доказательстве теорем давно оперировали высказываниями, {построенными} по законам булевой алгебры, подобно тому как вавилоняне оперировали словесными описаниями неизвестных величин задолго до изобретения арабами символической алгебры. Формализация Булем "законов мысли" составила выдающееся завоевание математической психологии, и я удивлён, что его труды, по-видимому, столь мало изучаются психологами.

Второй крупный шаг сделан Джузеппе Пеано около 1889 года: "вся теория натуральных чисел выводима из трёх первичных понятий и пяти первичных предложений, помимо тех, которые принадлежат чистой логике". Пеано показал, как сделать это при помощи простого исчисления, требующего лишь какие-нибудь 15 неопределимых символа. Можно сказать, что "основной словарь логики и арифметики состоит всего из 15 слов.
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Идеи Пеано были заострены Бертраном Расселом: "Если найдутся такие, кто ещё не допускает тождества логики и математики, то их можно попросить указать, в каком звене последовательных определений и дедукций из "Principia Mathematica" кончается логика и начинается математика".
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Значение этого труда Рассела для психологии заключается в его основном тезисе: "всякое математическое мышление, в принципе, может быть механически истолковано как манипуляция символами согласно предписанным правилам, некое подобие шахматной игры". Это утверждение я буду называть ниже тезисом Рассела.

Гильберт также думал, что "классическая математика предполагает замкнутый процесс, который состоит в последовательном построении комбинаций, именуемых "правильными" и "доказанными" - игру с основными символами."

Это его суждение отнюдь не обладало непогрешимостью. Фундаментальные теоремы Гёделя о непополняемости формальных теорий сделали ясным, что тезис Рассела технически неверен.
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4. Машины Тьюринга

Глубокие отрицательные результаты Гёделя не убили идею создания "машин, которые думают", благодаря четырём открытиям, сделанным за последовавшие 15 лет. {машине Тьюринга, релейным цепям, универсальным быстродействующим ЭВМ, ???}

Первым из них было описание в 1936 г. Тьюрингом "машины" весьма простого рода, способной, вычисляя, напечатать десятичное разложение любого "определимого" действительного числа такого, как e, pi или k-й нуль Jnk бесселевой функции Jn(x). Тьюринг пояснил, каким образом такая машина могла бы вывести и все доказуемые формулы узкого исчисления предикатов.

Машина Тьюринга характеризуется:

1. Множеством S состояний S = { So..Sn};

2. Она может "считывать" и "записывать" конечное множество A символов A = {Ao..Ar} (её алфавит);
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3. Её поведение контролируется лентой, состоящей из бесконечного числа клеток и передвигаемой шагами мимо определенного мета - считывающей головки.
Появление символа Aj перед головкой влечёт три события: i) внутреннее состояние Si заменяется новым Sk = n(Si, Aj); ii) знак Aj заменяется новым знаком Al = z(Si,Aj) и iii) лента передвигается на одну позицию вперёд или назад (или остаётся без движения) в зависимости от значения некоторой третьей функции d(Si,Aj) = +1, -1 или 0.

Коротко, поведение машины Тьюринга M = [S,A,n,z,d] определяется двумя конечными множествами S и A и тремя функциями на множестве SxA, с областями значений S,A и {+-1,0} соответственно. Это квазимеханический автомат.
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Тьюринг даже показал, что существует одна конечная "универсальная" машина Тьюринга, способная делать всё, что может делать любая машина Тьюринга. Ныне можно построить универсальную машину Тьюринга, которая имеет только 7 состояний и 4 буквы и способна при надлежащем программировании воспроизвести значительную часть (чистой) математики.

Трудно представить, что столь простая машина может моделировать человеческий мозг {в его логических проявлениях}. Однако многое указывает на то, что часть нашего математического мышления действительно допускает такое моделирование. Можно сказать, что логики тем самым умеют моделировать мышление математиков уже лучше, чем психологи.

{V: Что ж здесь удивительного? Каково мышление, такова и  модель. Мы давно не удивляемся, что машины вычисляют.}

Тезис Тьюринга значительно скромнее тезиса Рассела: утверждается, что любое "определимое" действительное число может быть построено некоторой машиной Тьюринга. Так как слово "определимое" само не определимо, то тезис Тьюринга невозможно дедуктивно ни доказать, ни отвергнуть.
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5. Электронные вычислительные машины

Второй аргумент. Булева алгебра имеет естественную физическую реализацию в классе релейных цепей (вентильных схем).
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Третий фактор - оптимизм по поводу "электронных мозгов", связанный с созданием в 1940 - 1950 гг. электронных цифровых вычислителей высокого быстродействия.
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Они весьма напоминают машины Тьюринга. Отличаются от этих машин в двух главных отношениях: а) программа и выход записываются на двух разных лентах; б) выход уже не может считываться машиной. Машина Тьюринга приобрела бы аналогичные черты, если бы функция d принимала только значения 0 и 1, так что лента двигалась бы только в одном направлении.

Это сходство и колоссальная мощь электронных вычислительных машин...
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6. Искусственный разум

Но организация человеческого мозга намного превосходит по сложности организацию любой из известных машин. Говорить о сходстве значит предаваться фантазиям.

"Думает" отнюдь не вычислительная машина. Она всегда нуждается в жёстко выполняемой программе. Поэтому думает человек, когда создаёт эту программу. 

Он заранее предусматривает все возможные повороты будущего вычислительного процесса в тексте программы. Затем эти результаты мышления программиста реализуются в вычислительной машине, а экзальтированным писателям от науки начинает казаться, что это именно машина думает и именно в момент вычислений.

6.1. Универсальные программы

Ньюэлл, Саймон и Шоу составили программы для моделирования:

Logic Theorist - LT

General Problem Solver - GPS

Они содержали общие процедуры поиска стратегий (или доказательства теорем и ведения игр). Программа LT доказала 38 из 52 теорем булевой алгебры из трактата "Principia Mathematica".

{Но это говорит только о том, что программист, который написал текст LT, предвидя все повороты вычислительного процесса, заранее сам доказал все эти теоремы, а машина во время вычислений лишь по-другому развернула этот процесс.}

6.2. Специализированные программы*

6.3. Игры

 *

6.4. Шашки и шахматы*

\025-026\

6.5. Доказательство теорем

Способность хорошего математика чувствовать существенное и избегать ненужного повторения плохо поддаётся автоматизации. Поэтому, если программу "доказательства" теорем напишет программист, лишенный такого чувства, то машине, запустившей эту проограмму придётся перебирать миллионы бесплодных путей, избегаемых опытным математическим умом.

Необходим "симбиоз" между математиком и программистом и производительностью ЭВМ. Обычно его метафорически обозначают как "симбиоз между человеком и машиной", имея в виду полумашинное доказательство теорем (computer assisted). 

Но в данном случае метафора вредна, так как сбивает с толку. Здесь скорее имеет место симбиоз между талантом математика и талантом программиста, а не между человеком и машиной. Только сотрудничество этих талантов ("симбиоз") позволит выдвигать гипотезы, которые для проверки в численном эксперименте не потребуют неприемлемых затрат времени "абсолютно бесталанной машиной".
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7. Языки программирования

Для того, чтобы изобретать  (обретать изнутри) и использовать такие языки, нужен человеческий мозг.

\030\

8. Математическая лингвистика -

- это изучение бессмысленных слов и предложений. Она представляет собой отдел алгебры, комбинаторный по своей природе.

8.1. "Грамматика", следуя Хомскому -

- это конечное множество правил, устанавливающих, какие цепочки символов и слов образуют правильные предложения. {Но она уже не заботится о том, какие предложения стоят в тексте рядом! Она "контекстно свободна"!}
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Тезис Уайтхеда-Рассела по которому доказательство теоремы состоит в порождении её формулы согласно правилам вывода из конечного множества аксиом, есть частное выражение идеи грамматики. 

{На самом деле доказательство теоремы есть процесс обратный: эквивалентными преобразованиями (правилами вывода) формулу теоремы преобразую к виду нормальной, например, конъюнктивно-дизъюнктивной скобочной формы утверждений об аксиомах. Если хотя бы в одной из скобок отрицается одна из аксиом, то теорема ложна. В этом и весь фокус! Ничего более.}

8.2. Человеческие языки

Математики иногда утверждают, что всё можно выразить математически. Нельзя ли механизировать человеческие естественные языки и применить к ним методы математической лингвистики?
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Человек координирует слушание слов, произнесение слов, чтение слов.

Математики полагают сущность языка в чтении и письме и редко рассматривают слова как артикулируемые гортанью, слушаемые ухом и узнаваемые глазом. Они не спрашивают, каким образом слова и предложения передаются или сохраняются в мозгу.

\033\

Предложения вне контекста обманчивы. Правила грамматики неполны и противоречивы. Никакого согласия среди лингвистов по поводу того, что считать правильным предложением. Подобное наблюдается и в отношении синтаксиса и морфологии и даже классификации частей речи. В естественном языке существуют намёки и намекающие фигуры речи, типа метафоры, в основе которой всегда лежит неформализуемая аналогия. И это - самое главное!

{V: Кроме того, никто не доказал, что вырванные из контекста даже грамматически правильные предложения естественного языка образуют универсум, то есть множество, замкнутое относительно операций логического вывода. Игнорирование этого обстоятельства и порождает "парадаоксы" импликации и дилеммы, которые логики с волнением готовы обсуждать всю жизнь.}
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8.3. Механический перевод

Даже "перевод с последующим редактированием", когда выданный машиной текст трактуется как грубый черновик, будет иметь, по всей видимости, практическое значение лишь при отсутствии квалифицированных переводчиков.

8.4. Резюме

Алгебра кванторов, которую не знали ни Буль, ни Пеано, оставлена без внимания в большинстве языков программирования.

\035\

2Б. Континуальная математика и психология

9. Введение

Было бы чрезвычайно интересно узнать, в каких границах вычислительные машины и человеческий мозг решают математические задачи "изоморфно"?

Организация сложности в человеческом мозгу совершенно отлична от таковой в вычислительных машинах. Но ведь любые изоморфизмы должны быть макроскопическими и феноменологическими, а не микроскопическими или структурными. Так что ни о каком серьёзном изоморфизме и речи быть не может!

Вычислительные машины можно программировать для решения математических задач, допускающих дискретное описание на искусственном языке Буля и Пеано. Язык этот плохо приспособлен для описания континуальной математики.

{V: Как только задача запрограммирована, это значит, что  она тем самым и решена. До конца правильно поставленная задача - решена! Работа машины есть лишь перевод решения в другую  форму.}

Представлю доводы, имеющие целью убедить вас, что дискретная и континуальная математики различны в самой основе.

9.1. Аппроксимация

Любое действительное число можно представить рациональным. Древние обычно находили 3 достаточным приближением к Pi.
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9.2. Оптические иллюзии

Наши чувства могут быть обмануты аппроксимацией к непрерывности. Всякий, кто смотрел на карандашную линию под микроскопом, легко допустит, что физическое различие между дискретным и непрерывным иллюзорно.

{V: ?!.....}

9.3. Машинная графика

Указанный факт используется в дискретной машинной графике на экранах из 1024х1024 точек, позволяя ускорять выбор строения конструкций.

Другой вопрос касается автоматизации эстетического суждения.

{V: из Дж. Родари: Живописцы, архитекторы и ученые работают сообща в центрах  автоматизированного производства дипластических форм.

Формула Нейка (для компьютера-графика): "Дадим определенное число знаков "R" и определенное число знаков "M", на  основе которых первые будут между собой сочетаться, а  также интуицию - "I", которая будет всякий раз устанавливать, какие знаки и какие правила следует отобрать для дальнейшего. Сочетание (R,M,I) составит эстетическую  программу." В которой, подчеркнем уже мы, "I" олицетворяет случайность. Кли: В искусстве тоже достаточно места для научного поиска!}
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9.4. Научно-технические расчёты

Вычислительные машины заменяют математический анализ как важнейший инструмент прикладной математики.

Непосвященным естественно предположить, что это успех обусловлен столь же точным применением численной математики к решению научно-технических проблем, как применение математической логики к "доказательству" теорем. Но это предположение {будет} далеко от истины. Успехи ЭВМ в физике и технике зависят от выбора приближений, детали чего понятны только квалифицированным численным аналитикам.

{V: Вновь та же ситуация: постановка задачи = 0,1 решения,  выбор приближения = 0,9 решения задачи, "решение на ЭВМ"  = 0,0 решения + машинное время.}

10. Континуум

Понятие количества не может быть основано на символике арифметики, что побудило греческих математиков определить действительный континуум геометрически.

{V: Что и породило незаконно-рожденный гибрид двух абстрактов: абстракта числа и абстракта прямой линии. Всё было основано на психической иллюзии.}

Таким образом идея действительного континуума родилась из сочетания арифметики (абстракции числа) и зрительного воображения. 

{V: Из этого вовсе не следует, что континуум - строгое математическое понятие. Понятие континуума и проблемы с ним связанные являются надуманными! Мы можем всякими способами порождать числа, но "заселение" "действительной прямой" этими числами и выяснение отношений между ними ("уже там", а не "до того") - занятие крайне глупое. Никто ведь не объясняет, как он их туда операционально поселяет, а лишь ссылается на зрительную интуицию.}
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10.1. Маскирующие точки

Позиционная десятичная система счисления, изобретенная индусами часто помогает маскировать различие между дискретным и непрерывным 

sqrt 2 = 1,41424...

"с виду безобидно" маскирует ошибку точками. Каждое действительное число можно представить как бесконечную десятичную дробь  

a = +- A-n ... A-1, Ao, A1,A2,A3, ... = +- SUM (Ak x 10**-k) (5)

Затемнение логического различия между дискретным и непрерывным продолжалось до XIX столетия.
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10.2. Анализ

Скрытая сила "аналитической" геометрии проявилась с развитием математического анализа, давшего массу простых формул для геометрических величин. Анализ выработал собственную символику под давлением (хочу подчеркнуть!) идей геометрии и механики.

Развитие анализа усилило употребление маскирующих точек, когда в XVIII веке обнаружилось, что многие функции разлагаются в бесконечные ряды. Тогда было получено много разложений вида

sin x = x - x**3/3! + x**5/5! - ... = SUM Ak*x**(2k+1) (6)

Ak = 1/(2k+1)!, напоминающих разложение числа (5).
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Хотя приём маскировки точками не встречал возражений, в основе его лежит очевидное смещение {смысловых} значений. Точки здесь суть не осмысленные арифметические или логические символы. Все математики согласны, что между рациональными и иррациональными числами существует резкое и глубокое различие. Когда мы пишем sqrt 2 = 1,4142..., то отнюдь не утверждаем этим какого-либо равенства; речь идёт лишь о двойном неравенстве 1,4142 < sqrt2 < 1,4143 (!).

Можно привести много других свидетельств фундаментальной недостаточности дискретного для описания непрерывного.
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11. Психометрика

Психометрика занимается измерением с точки зрения континуальной математики потому, что касается более глубокого предмета, чем счёт. Это очень ясно излагается в работах П. Супеса и Дж.Л. Зинеса.
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Стивенс ясно связывает с измерениями три непрерывных шкалы

- порядка,

- интервалов,

- отношений и

и соответствующие группы обратимых преобразований, сохраняющих результат измерений:

- непрерывных - x' = f(x),

- афинных - x' = ax + b,

- линейных - x' = ax.

Двухпараметрическая аффинная группа связана со степенной группой преобразований

x' 
 k*x**a, (8)

где а - действительное число и k > 0. При y = log x она переходит в группу аффинных преобразований

y = log x 
 log (k* x**a) = a*log x + log k = ay + b. (9)

Формулы (8), (9) устанавливают связь между законом Фехнера и эмпирическим законом {утверждающим}, что формула y'/y = (x'/x)**a описывает субъективную оценку ощущений y, y' как имеющих "равную силу, когда два различных органа чувств подвергаются действию переменных энергий x и y воспринимаемых ими физических явлений. {???}
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11.1. Факты о группах

Связь между измерением и группами представляет собой интерес ввиду фундаментальной роли группы в алгебре и основаниях геометрии. Психологам будет интересно узнать, что перечисленные группы - это единственные конечно-параметрические группы, действующие на измеряемые величины.

Софус Ли доказал, что любая конечно-параметрическая непрерывная группа на действительной прямой локально эквивалентна либо группе сдвига, либо афинной группе, либо проективной группе x'= (ax+b)/(cx+d), ad><bc, выступающей в теории перспективы.

Заметим ещё, что использованное здесь весьма существенно понятие логарифма принадлежит по существу к непрерывной математике. В цифровых вычислительных машинах логарифм может быть представлен весьма приблизительно.

11.2. Колориметрия

Один из разделов психометрики посвящен изучению цвета. Но чувство цвета иллюзорно. В каком-то смысле иллюзорны и сами теории цветового зрения и цветовосприятия: где-то там теряется одно измерение в пространстве восприятия.

Большинство людей обладает цветовым зрением, присваивающим видимым областям три компонента интенсивности. Следуя Грассману и Максвеллу, можно принять, что сетчатая оболочка глаза несёт вектор-функцию I= F(f,t,t), с I=(I1, I2, I3), проецирующую распределение энергии над континуумом длин волн l в положительный цветовой конус.
{V: Сюда сделать вставку из Хьюбела п.8.}

12. Слух

12.1. Слуховые ощущения

12.2. Моделирование речи

13. Зрение

13.1. Чувственное квантование

14. Мозг как переходная вычислительная машина

14.1. Машинное распознавание речи

 _В. 2 Психология математики

 _15. Арифметическое познание

 _16. Алгебра и геометрия

 _16.1. Геометрическое познание

 _16.2. Психологические вопросы

 _17. Обучающие машины ?

 _18. Математическое открытие

 _19. Конструирование посредством машины

 _20. Зрительное воображение

 _20.1. Классический анализ

 _21. Логическая строгость в анализе

 _21.1. Канторов рай

 _21.2. Парадокс Ришара

 _21.3. Континуум-гипотеза

 _22. Прикладная математика

 _22.1. Симбиоз человека и машины

 _Список литературы

